1. Landeswettbewerb Mathematik Bayern 1998/99

1. Runde - Aufgaben und Losungen

Aufgabe 1

Helena mochte fur Weihnadhten Strohsterne aus gleich langen Strohhelmen
basteln. Dazu will sie zunachst Elemente aus funf gleich langen Strohhal -
men wiein der Skizze anfertigen urd diese um den Punkt M herum

Seite an Seite aneinanderkleben.

Begriinde, dassHelena auf diese Weise d@nen Strohstern basteln kann.

1.L0Osung

Die Grof3e des Winkels bei M in einem Element aus Strohhalmen wird mit o bezeichnet. Wenn Helena
die Elemente entsprechend der Aufgabenstell ung aneinanderklebt, so liegen bei M lauter gleich grof3e
Winkel aneinander. Helena kann aso nach diesem Verfahren genau dann einen liickenl osen, ebenen
Strohstern basteln, wenn 360° ein ganzzahliges Vielfaches von a ist. Fur die geforderte Begrindurg
mussa durch geometrische Uberlegungen bestimmt werden.

Dadie verwendeten Strohhalme gleich lang sind, sind die Dreiecke CMA, MBD, ABC undCDB gleich-
schenklig. Aus der Gleichschenkligkeit dieser Dreiedke unddem Satz Giber die Winkelsumme im Dreiedk
ergeben sich folgende Beziehungen:

w(DBM) =w(BMD) = a undw(MDB) = 18C¢ - 2a.

Fur die GroRe des Nebenwinkels — BDC gilt w(BDC) = 2a.
Dieser Winkel ist nunBasiswinkel im Dreiedk CDB. Deshalb gilt auch w(DCB) = w(BDC) = 2a.
Entsprechend gilt auch:

w(MCA) =w(AMC) = a undw(CAM) = 18C - 2a.

Fur die GroRe des Nebenwinkels — BAC gilt w(BAC) = 2a.

Dieser Winkel ist nunBasiswinkel im Dreiedk ABC. Deshalb gilt
auch w(CBA) =w(BAC) = 2a.

Diese Winkelmal3e sindin der nebenstehenden Figur wiedergegeben.
Fur die Winkelsumme im Dreiedk MBC gilt:
o+ 20 + 20 =180, aso a = 36°.

360 ist also ein ganzzahliges Vidfaches von a. Helena kann aus 10 Elementen einen vollstéandigen
Strohstern basteln.

2.L06sung

Nach Aufgabenstellung soll begriindet werden, dass Helena
aus mehreren Elementen einen Strohstern basteln kann.

Eswird gezeigt, dassbei einem Mittel punktswinkel von 36
die vier Strohhelme gleicher Lange so angeordnet werden
konren, dasszwischen de Endpurkte B und C genau ein
Strohhalm der gleichen Lange pasd.

Zunachst zeichnen wir zwei Winkelschenkel mit dem gemein-
samen Anfangspurkt M und der Winkelgrole 36°. Ein Kreis
um M mit Radius r schneidet die Winkelschenkel in den
Punkten A undD. Der Kreisum A mit Radiusr schneidet die Halbgerade (MD) ein zweites Mal im
Punkt C. Der Kreisum D mit Radiusr schneidet die Halbgerade (MA) ein zweites Mal im Punkt B.

LWM 199899 1. Runde 1



Die Dreiedke MBD und CMA sind nach Konstruktion deichschenklig mit einem Basiswinkel von 36.
Wegen der Winkelsumme von 180 gilt i n diesen Dreiedken:
w(MDB) = w(CAM) = 180° - 2[B6° =108

Die Dreiedke MBD und CMA sind zueinander kongruent nach sws. Daraus folgt, dassdie Seiten MB
undMC gleich lang sind. Das Dreieck MBC ist deshalb ein gleichschenkliges Dreiedke mit einem 36°-
Winkel an der Spitze.

Daraus folgt: w(MCB) = W(CBM) = % 180 -36°)=72°.

Dies bedeutet auch W(CBA) = w(CBM) = 72°.

Der Aulfenwinkel — BAC des Dreiecks MAC ist so grof3wie die beiden nicht anliegenden Innenwinkel
zusammen.
Esgilt deshalb W(BAC) = 72°.

Das Dreiedk ABC ist also gleichschenklig mit der Schenkeln AC undBC.
Wegen |BC| = |AC| =r ist damit gezeigt, dasszwischen de Punkte B undC ein Strohhalm der Lénger
passt.

Dader Winkel bei M nach Voraussetzung eine Grof3e von 36 besitzt, kann Helena aus 10 Elementen
einen Strohstern basteln.

Aufgabe 2

In ein Quadrat mit 100 Feldern werden die Zahlen 1bis 100 dr Reihe nach von links nach rechts, zei-
lenweise von doen nach unten eingetragen. Danach wird bei 50 Zahlen ein Minuszeichen so davor ge-
setzt, dassin jeder Zeile undin jeder Spalte jeweils funf positive undfunf negative Zahlen stehen. Diese
100Zahlen werden addiert.

Welchesist die kleinste Summe, die man bal diesem Verfahren erhalten kann?

Beobachtung

Bestimmen wir an einigen Zahlquadraten, bei denen die Vorzeichen in der geforderten Weise verteilt
wurden, die Summe dler Zahlen, so erhalten wir stets den Wert 0. Daraus ergibt sich de Vermutung,
dassdie kleinste ereichbare Summe eenfalls den Wert O besitzt. Dies soll nunnadhgewiesen werden.

1.L0sung
. . . . . 1 2 3 .. 10

Betrachten wir zunéchst einmal ein Quadrat mit den 100 11 | 12 | 13 20

Feldern ohne die Anforderungen an die Vorzeichen der

Zahlen zu beriicksichtigen.

Das nebenstehende Quadrat mit den 100Feldern kbnren

wir dadurch erzeugen, dasswir die Zahlen der beiden
1|2 |3|4|5|6]7|8]9]10 ojlojojojo]jJo|o|O|O]|O
1|2 |3|4|5|6]7|8]9]10 10 (10| 10| 10| 10| 10| 10| 10| 10 10
1|2 |3|4|5|6]7|8]9]10 20| 20| 20| 20| 20| 20| 2020|2020
1|2 |3|4|5|6]7|8]9]10 30|30[30[30[30]30]|30|30]|30]|30
1/2/3|/4|5|6 |7 |8|9 10|, |40]|40[40|40|40]|40|40|40 |40 40
1|2 |3|4|5|6]7|8]9]10 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50
1|2 |3|4]|5|6]7|8]9]10 60 | 60 | 60 | 60 | 60 | 60 | 60 | 60 | 60 | 60
1|2 |3|4]|5|6]7|8]9]10 70| 70| 70| 70| 70| 70| 70| 70| 70 | 70
1|2 |3 |4|5|6]7|8]|9]10 80 |80|80|80|80|80|80|80]|80]|80
1|2 |3|4|5|6]7|8]9]10 90 | 90 | 90 | 90| 90| 90| 90 | 90 | 90 | 90

Die Gesamtsumme dl er Zahlen im Quadrat mit den Zahlen 1 bis 100 kbnren wir auch dadurch bestim-
men, dasswir im linken Teil quadrat die Summe der Zahlen in den 10Spalten undim rechten Teilquadrat
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die Summe der Zahlen in den 10 Zeilen hilden. Dadurch wird jede Zahl des urspriinglichen Quadratsin
seiner Zerlegung in zwei Summanden genau einmal in der Gesamtsumme beriicksi chtigt.

Die Gesamtsumme &dert sich nicht, da nur das Kommutativ- und cbs Asziativgesetz der Addition
angewendet wird.

Nun ketrachten wir auch die Vorgaben fir die Vorzeichen in den Zeilen undSpalten.

Wird nuneine Verteilung der Vorzeichen in dem urspriinglichen Quadrat entsprechend der Aufgaben-
stellung vorgenommen, so wird diese Vertellung in der Weise auf die beiden Teilquadrate Ubertragen,
dassjedes Vorzdachenin einer Zelle auch fir die entsprechende Zelle der beiden Teilquadrate gilt.

Nacd Aufgabenstellung gbt esinjeder Zeile undin jeder Spalte genau flnf negative und genau finf
positive Zahlen. Betrachten wir die Zahlwerte im linken Teilquadrat spaltenweise, so ist die Summe der
zehnZahlen in jeder Spalte gleich 0, dain jeder dieser Zeilen genau flnf positive undfinf negative
Zahlen mit dem gleichen Betrag stehen. Gleiches gilt fur die Zeilen des redhten Teilquadrates.

Bilden wir also die Summe der Zahlen im linken Teil quadrat spaltenweise und de Summe der Zahlenim
rechten Teilquadrat zeilenweise, so erhalten wir jeweils den Wert 0. Also ist auch die Gesamtsumme O.

Dabis auf die Zerlegung undauf die Reihenfolge der Summanden jede Zahl des urspriinglichen Qua-
drates genau einmal in der Summe der Zahlen der beiden Tellquadrate vorkommt, ist die Summe der
Zahlen im urspriinglichen Quadrat bei jeder Verteillung der Vorzeichen entsprechend der Aufgabenstel-
lung dgeich 0. Der kleinstmdgliche Wert der Summe ist deshalb ebenfalls 0.

2.L6sung

Wir schauen urs zunéchst die einzelnen Zeilen des Quadrates mit hundert Zahlen an. In der vierten Zeile
stehen beispielsweise die Zahlen

30+1,30+2,30+3, 30+4, 30+5,30+6, 30+ 7, 30+ 8, 30+ 9, 30+ 10,
wennwir die Vorzeichen zunéchst nicht berticksichtigen.

Funf dieser Zahlen erhalten nach Aufgabenstellung das Minuszeichen als V orzeichen. Bilden wir dann
die Summe dl er zehn der so entstandenen Zahlen der vierten Zeil e, so kommt in der Summe die Zahl 30
funfmal positiv undflinfmal negativ vor. Der Anteil an der Zeilensumme ist deshalb 0. So kénren wir
auch in jeder anderen Zeil e argumentieren. Diese gilt unabhéngig davon, welche der finf Zahlen mit
einem Minuszeichen versehen sind.

Um die Gesamtsumme aus den 100Feldern zu bestimmen, genigt es, ein vereinfadhtes Zahlenschema zu
betradhten, bei demin jeder der zehn Zeilen die Zahlen von 1bis 10in dieser Reihenfolge stehen.

1|2
1|2

4
4

6 | 7
6 | 7

9 |10
9 |10

3 5 8
3 5 8

Bisher wurde die Forderung noch nicht berticksichtigt, dassin jeder Spalte funf paositive und regative
Zahlen stehen.

Fur jede Zahl k von 1 bs 10 kommt in der k-ten Spalte funfmal +k undfinfmal —k vor. Alsoist auch de
Summe der Zahlen in der k-ten Spalte 0. Dadies fur all e Spalten gilt, ist auch de Gesamtsumme dler
100Zahlen gleich 0. Die kleinstmdgli che Summe dler Zahlen im Quadrat ist 0. Dieser Wert ist die ein-
zig mogliche Summe, die man bei demin der Aufgabenstellung genannten Verfahren erhalten kann.

3.Lo6sung T T T T T T T
Wir nehmen zunécdhst einmal an, dassdie V orzeichen schadh- R S T PO B O R
brettartig wie im nebenstehenden Bild verteilt sind. Diese P PO O U EOU R VO B
Verteilung der Vorzeichen erfillt die Bedingungen der Aufga- R S T PO B O R
benstellung, dain jeder Zeile undin jeder Spalte genau finf P PO O U EOU R VO B
positive undgenau finf negative Zahlen vorkommen. Bil den S PO PO Vo EOV R R
wir zeilenweise die Summe der zehn Zahlen, so erhalten wir PO R O Oy PO B RO B
von oken nach urten -5, +5, ... Die Gesamtsummeist 0. R S T PO B O R
Ausgehend von einer beliebigen zul dssigen Verteilung der Sl el I el e Ml el s
Vorzechen wird nungezeigt, dassdie oben beschriebene el 0 Ml Bl Ml s
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schachbrettartige V erteilung schrittweise ohne Anderung der Gesamtsumme @reicht werden kann.

Betrachten wir die Stellen, an denenin der neuen Verteilung ein +, in der Schachbrett-V erteilung aber
ein —steht. Wir nennen sie +/- Stellen. Entsprechend erkléren wir -/+ Stellen. In jeder Zeile undjeder
Spalte missen gleich vide +/- Stellen wie -/+ Stellen vorkommen, da esjeweils funf positive und funf
negative Zahlen gibt.

Wir konren also jeder +/- Stelle einer Zeile @ne bestimmie -/+ Stellein der gleichen Zeile zuordnen. Es
sel z; die erste Zeil e, in der es eine Abweichung zwischen der neuen Verteilung und der Schachbrett-
Verteilung ghbt. Zwei einander so zugeordnete Stellen befinden sich z.B. in Spalten s; bzw. s,. Wir keh-
ren an beiden Stellen das Vorzeichen um. Fir z; bleibt die Vorzeichenbilanz korrekt. In Spalte s; stehen
nunsechs Minus- undvier Pluszeichen, in Spalte s, dagegen vier Minus- und sechs Pluszeichen (oder
umgekehrt). In mindestens zwei Zeilen mussdaher in s; ein Minuszeichen, in s, aber ein Pluszeichen
stehen. Bis zur Zeile z einschliefdich tritt aber bei der Schadhbrett-Verteilung in den Spalten s, bzw. s,
ein Uberschuss von maximal einem Minus- bzw. Pluszeichen auf. Also mussunterhalb von z; eine Zeile
2 liegen,inder in s, bzw. s; ein Minus- bzw. ein Pluszeichen steht. An diesen Stellen kehren wir eben-
fallsdie Vorzeichen um.

Diesen Vorgang wiederholen wir fiir jedes Paar einander zugeordneter +/- und-/+ Stellen in der Zeil e z;.
Danach stimmt diese Zeile mit der Schacdhbrett-V ertell ung Uberein.

Dieses Verfahren wiederholen wir Zeile fir Zeile. So erhalten wir schliefdlich die Schadbrett-V erteil ung.
(Stimmen de asten neun Zeilen mit der Schachbrettverteilung tberein, so gilt dies wegen der Vorzei-
chenregel fir jede Spalte automatisch auch fir die zehnte Zeile.)

Wir haben nunnoch nachzuweisen, dass sch bei den betrachteten Anderungen de Gesamtsumme der
hundert Zahlen nicht &ndert. Dazu geniigt es, einen beliebigen V orzeichentausch zu betrachten:

(Zeile z;, Spalte s,) (Zeile z;, Spalte s,)
(Zeile z,, Spdlte s;) (Zeile z,, Spdlte s,)

Sind & bzw. & die Zeilennummern und k bzw. b, die Spaltennummern, so lassen sich de Betrége der
Zahlen in den Zellen durch

110(a 1) + by |, [10(as —1) + b, |, |10 —1) + by | und|10(ge —1) + b, |

darstell en. Berticksichtigen wir die wechselnden Vorzeichen in den gleichen Zeilen bzw. in den gleichen
Spalten, so erhalten wir beispielsweise fur die Vorzeichenverteilung

+ —
- +

die Summe 10(a, -1)+ b, —-10(a; ~1)- b, -10(a, ~1)- b, +10(a, -1)+ b, =0.
Bei der anderen V orzeichenverteil ung erfol gt eine Vorzeichenumkehr jedes Summanden. Damit ist auch
in desem Falle die Summe ebenfalls 0.

Damit ist gezeigt, dassalle betrachteten Summen den Wert 0 haben.

Aufgabe 3

Die Eckpurkte eines Dreiedks liegen auf den Seiten eines Quadrats.
Welchesist der groldmagli che Flacheninhalt, den ein solches Dreieck haben kann?
1.Losung
1. Fall

Die Ecken des Dreiedks liegen auf drel verschiedenen Seiten des Ay 2
Quadrats. Fur die Streckenlangen x,y undz gelte 0< x,y,z<a. a-x

Die Dreiedsflache A wird am grofden, wenn de Summe
A1+ A, + Asamkleinsten ist.

A+ A, +A; =2 [ya-x)+ (a-2)da-y) +adx+2) :
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A +A, +A, =%[ay—xy+a2 —az—ay+yz+ax+az]
=%$2 +ax—xy+yz]

S

Keiner der drei Summanden in der Klammer ist negativ. Die Summe von de positiven Zahlen wird

minimal, wenn jeder der drei Summanden minimal ist. Der erste Summand a? ist konstant. Die Sum-
manden x [{a—y) undyL[Z sind nach den einschrankenden Bedingungen fiir x, y undz mindestens 0. Der

kleinste Wert wird fr x[(a—y):o und yz =0 angenommen. Diese Bedingungen sind fur
x=0 0O y=0 ,zbeliebig
x=0 0O z=0 ,ybeliehig
y=a 0O z=0 ,xbeliebig

erfllt.

Die nachfolgenden Bil der zeigen die drei Falle, wobei die Doppel pfeile andeuten, dass dieser Eckpurkt
auf der betreffenden Quadratseite beliebig festgelegt werden darf.

-

Der Flacheninhalt it in diesen Fallen stets %az.

2. Fall
Zwei Punkte des Dreiecks liegen auf der gleichen Quadratseite. Esgilt x,y,z=20, z<a undx+y<a.

Fur den Inhalt A der Dreiedsflache gilt:

A =%E(a—(x+y))m

Der Fladheninhalt ist unabhéngig von der Wahl von z.
Der Termin der Klammer ist immer positiv, dax +y < aist. Dadie Fak-

toren % unda konstant sind, wird das Produkt maximal, wenn der Term

a— (x +y) moglichst groRwird. Diesist dann der Fall, wenn x+y mini-

mal wird. Diesist wegen X,y 20 furx =y =0 der Fall. ) '
z
Als Flachenirhalt erhalten wir wieder A = a?. N
Eine weitere Mdglichkeit fir die Lage der Eckpurkte des Dreiedks wird
durch das nebenstehende Bild angegeben. A /s, a-z
Fiir den Flacheninhalt des Dreiecks gilt: A = % fa-x-y)da-z)
X y
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Unter den einschrénkenden Bedingungen fir die Stredkenlangen X,y undz sind beide Klammernterme
mindestens 0. Das Produkt wird maximal, wenn jeder der Faktoren unter Berlicksichtigung der ein-
schrankenden Bedingungen maximal wird. Diesist fir x =y =z =0 der Fall. Das Dreieck ist dannein
halbes Quadrat.

Zusammenfasaung:

In alen Fallen mussen zwel Eckpurkte des Dreiedks mit Eckpurkten des Quadrats zusammenfallen. Der
dritte Eckpurkt des Dreiedks kann dann mit einer der beiden anderen Quadrated<en zusammenfallen
oder auf deren Verbindungsdredke liegen.

2.Lo6sung
Hinsichtlich der Lage der drei Eckpurkte des Dreieds gibt es zwei verschiedene Ausgangsstuationen:

Zwei Eckpurkte liegen auf einer Quadratseite, der dritte auf einer anderen Quadratseite.
Alledrei Eckpurkte liegen auf verschiedenen Quadratseiten.

1. Fall
Zwei Eckpurkte A undB liegen auf einer Quadratseite, C liegt auf einer benachbarten Quadratseite.

Halten wir die Grundseite AB des Dreiedks fest und bewegen C nach Qs, so nmmt die zugehorige Hohe
zu und ar Fladcheninhdt des Dreiedks ABC wadhst. Fir C = Q; ist der Inhalt bei fest vorgegebener
Grundseite AB maximal. Q, Q,

Das Dreiedk ABQs wird nunweiter dadurch vergrofRert, dass wir A auf C
Q1 undB auf Q, zu bewegen. Dadurch wird de Grundseite langer, wah-
rend die Hohe beziigli ch dieser Grundseite unveréndert bleibt. Der F &
cheninhalt des Dreiedks wachst. Die Lange der Grundseite wird maxi-
mal, wenn A = Q; undB = Q, ist.

Auf diese Weise ehalten wir ausgehend von der vorgegebenen Lage der
Punkte A, B und C das Dreieck mit dem gréf@mégli chen Flacheninhdlt,
wennA = Q;, B=0Q, undC = Qs ist. Dieser Flacheninhalt ist halb so Q Q,
groRBwie der Inhalt des Quadrats.

Liegt C zu Beginn kereits auf der Quadratseite QsQq, soist die aur Grund-
seite AB gehdrende Hohe bereits maximal. Die weiteren Uberlegungen ~
verlaufen entsprechend. 7

2. Fall
Jeder Eckpurkt des Dreiedks liegt auf einer anderen Quadratseite. Es
kann angenommen werden, dass A undB auf benachbarten Seiten liegen.

DaA undB auf benachbarten Seiten des Quadrats liegen, ist AB sicher zu
keiner Quadratseite parallel. Wenn A und B fest gehalten werden undsich
C auf Q; Q4 bewegt, so dndert sich die zu AB gehérende Hohe. Vonallen ' A
Punkten auf der Stredke Q:Q; hat Q4 den gréf¥en Abstand von der Gera- Q=€ Q,
den (AB). Die Hohe wird grofier, wenn C nach Q4 wandert. Die Héhe
wird maximal, wenn C = Q, gilt. Das Dreiedk ABC hat fur C = Q, bei
vorgegebenem AB den maximalen Flacdheninhalt.

Nun helten wir BC, dh. BQ,, fest. Die zu BC gehtrende Hohe wird be-
standig gréer, wenn A auf Q; zu bewegt wird. Das Maximum fir diese B
Hohe wird fir A = Q, erreicht.

Bel der angegebenen Ausgangsstuation erhalten wir al'so den maximalen ~
Flacheninhalt, wenn A = Q, A %
C = Q4 undB beliebig auf Q.Qs liegt. Dieser Inhalt ist halb so groRwie

der Inhalt des Quadrats.

Zusammenfasaung:
Wenn die Eckpurkte @nes Dreiecks auf den Seiten eines Quadrats liegen, dann kann der Flacheninhalt
dieses Dreiecks hichstens halb so groBwie der Inhalt des Quadrates sein.
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3. Losung
Es s A ein Punkt der Quadratseite Q,Q, . Der Punkt B sei von der
Geraden (Q,Q,) mindestens  weit entfernt wie der Punkt C, dh.

X £y . (Sonst vertausche man im Folgenden de Bedeutung der B
Purkte B undC) C%
Die Parallele zu Q,Q, durch Cteilt das Dreieck ABC in zwei P y
Dreiecke mit der gemeinsamen Grundseite CD und den Héhen x x

undy — X .

Fur den Flacheninhalt | des Dreiecks ABC ist also Q, v Q,

=%qDD|[QX+Y—X)=%E|IID|@. Der Punkt D liegt auf der
Strecke AB und damit im Innern oder auf einer Seite des Quadrats.
Deshalb gilt |CD|<|Q,Q,| undebenso y <|Q,Q;| =|Q,Q,| .

Also kann dbs Dreieck héchstens den Inhalt %E[Qlef haben. Dieser Wert wird fir A =Q,, B=Q;A
und C = Q, auch tatsadnlich erreicht.

Aufgabe 4
Das Produkt aller Teiler einer natiirlichen Zahl n> 1ist n’.

Wie viele Primfaktoren kann n haben und wie oft kann jeder Primfaktor vorkommen?

1.L0Osung
1. Fall Die Zahl nist Potenz einer einzigen Primzahl p.

Wir betrachten Zahlen der Form n = p*:

Teiler Prodwkt der Teiler | Vergleich mit n®
n=p |1, p p n°#p
n=p° |1,p.p p’ n#p
n=p’ |1,p,p,p P’ n#p°
n= p4 1, p’ 6 , p3, p4 plO n3 Z plO
n= p5 1, p’ 6 ,p3 ’p4 ,p5 p15 n3 — p15
n= p6 1, p’ ﬁ, p3, p4, p5, p6 p21 n3 £ p21

Jede weitere Erhéhung des Exponenten k um 1 vergréRert den Exponenten von p keim Produkt aller
Teiler von n unk + 1, also um mindestens 7. Bei der Berechnurg von i wird der Exponenten aber je-
weil s nur um 3 erhoht; deshalb miissen keine hdhere Exporenten von p keriicksichtigt werden.

1. Zwischenergebnis: Ist n de Potenz einer einzigen Primzahl p, soist n = p° die einzige Lésung,
bei der das Produkt all er Teiler den Wert n® besitzt.

2. Fall Die Primfaktorzerlegung von nenthélt zwei verschiedene Primfaktoren p undg.
Teiler Produkt der Teiler | Vergleich mit n®

n=pd |1,pqpy p° O n® # p? Cof

n=p’@ |1,p,q,p,p0Fy p° O’ n’=p° o’

n=p’@ |1,p,plypf, ¢, 0 O, p° O, a.q |p° n*# p’

n=p’ [1,p,8.p qpm Fm,p° M p* n’# p* oo

Jede weitere Erhéhung eines oder beider Exponenten um 1 fiihrt zu einer Erhéhurg der Exporenten von
p oder g im Produkt der Teiler um mindestens 4. Da sich eine Erhdhurg des Exporenten um 1 bel der
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Bestimmung von 1 aber nur a's Erhdhung um 3 auswirkt, brauchen héhere Exponenten der Potenzen
von p und g rcht mehr berlicksichtigt werden.

2. Zwischenergebniss.  Kommen in der Primfaktorzerlegung von ngenau zwel verschiedene Prim-
faktoren vor, soist n = p? [y de einzige Lésung, bei der das Produkt aller
Teiler den Wert n® besitzt.

3. Fall Die Zahl n enthadlt mehr als zwei verschiedene Primfaktoren p undg. Die Zahl n l8sst sich
dannals n=plgOn darstellen. Der Faktor m enthét mindestens einen von p undq ver-
schiedenen Primfaktor. Aulerdem kénren in m eventuell weitere Primfaktoren p oder g ent-
halten sein.

Die Zahl n hat mindestens die Teiler 1, p,q, m, p[g, pCm, gCmund pg Cm. Diese Teiler sind ale
verschieden. Das Produkt aller Teiler ist deshalb mindestens p* [ (* und damit groRer alsn® .

Zusammenfassung: Das Produkt aller Teiler einer natiirlichen Zahl n> 1 ist genau dann ¥, wenn
sich nin der Formn = p° oder n = p” [ (p # q) darstell en |4sst.

2.L6sung
Zu jedem Teliler t einer natiirlichen Zahl n gibt es einen Komplementérteiler t' so, dasst-t' = n ist. Damit

das Produkt aller Teiler mit n® Gbereinstimmt, musses drei verschiedene Paare von Teiler undKom-
plementérteiler geben. Wir miissen also nach natiirlichen Zahlen nsuchen, de genau sechs Teller besit-
zen.

Besitzt n genau einen Primteiler p, so het n = p° die sechs Teiler 1, p, B, p°, p* und p. Das Produkt der
Teiler ist p™ unddamit gleich nd. Ist der Exponent von p umgleich 5,so ist die Anzahl der Paare Tei-
ler/K omplementarteiler von 3verschieden. Das Produkt aller Paareist dannvon ri* verschieden.

Besitzt n zwei verschiedene Primteiler p und g, so hat n = p-¢ die sechs Teiler 1, p,q, pd, of und pg’ .
Die sechs Teiler lassen sich wieder zu drei Paaren von Teilern und Komplementérteilern kombinieren.
Das Produwkt der Teiler ist p’G° , also r?. Bei einer anderen Verteilung der Exporenten von pund qist die

Anzahl der Teiler von sedhs verschieden, da die Anzahl der Teiler einer natiirlichen Zahl n=p" [g° mit
zwei verschiedenen Primfaktoren p undq gleich dem Produkt (r +1){s+1) ist.
Hat n mehr ds zwei Primteiler, z. B. diedrei Primteiler p, g,r, so gibt es mindestensdie acht Teiler 1, n,

p, B, q,d,r,r(p'ist der Komplementérteiler von p, ww.), die paarweise verschieden sind. Das Produkt
der Teiler ist grofer als ns.

Zusammenfasung:

Eine natlrliche Zahl n> 1, bai der das Produkt aller Teller ndist, kann einen Primteiler mit funf Faktoren
oder zwei Primteiler besitzen, wobei der eine einmal und der andere zweimal vorkommt.

Aufgabe 5
Bel welchen Dreiedken liegen de Mittel purkte der drei Hohen auf einer Geraden?

VorUberlegungen

1. Jeder Mittelpurkt einer Dreiedkshohe liegt nach dem Strahlensatz auf der Trégergeraden einer Mittel-
linie des Dreiecks ABC.
Begrindung:
Die Gerade (M:My,) ist parallel zur Dreiecksseite BC und Halbiert
die Strecken AC undAB. Jede andere Stredke AP mit P(I(BC)
wird durch den Schnittpurkt mit (M:M,) ebenfalls halbiert.
Dader HohenfuRpurkt H, auf der Geraden (BC) liegt, liegt der
Mittel purkt der Strecke AH , auf der Geraden (M ,M).
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2. Esist nicht moglich, dassdie Mittel purkte von zwei Dreieckshdhen zusammenfallen.

Begrindung:
Der Schnittpurkt der beiden Dreieckshéhen ist der Hohenschnitt- C
purkt H des Dreiecks. Wére H der Mittel purkt von zwei Hohen, so
wirde [AH| = |[HD| und|BH| = |HE]| gelten.
Im rechtwinkligen Dreiedk AHE wére AH als Hypotenuse die langste D
Seite, eswirde deshalb |JAH| > |HE]| gelten. Entsprechend wiirdeim
rechtwinkligen Dreieck HBD die Eigenschaft |[HB| > |[HD| gelten.
Aus|AH| = |HD|, [BH| = |HE| und|AH| > |HE| folgt aber [HD| > |BH]. H
Diesist ein Widerspruch.
Bei der Lésung kann also davon ausgegangen werden, dassdie Hohen-
mittel punkte eines Dreiedks drei voneinander verschiedene Punkte sind.

A B

L6sung

Die Eckpurkte in einem Dreied seien so benannt, dass — ACB der grofte Winkel ist. Im Dreiedk ABC
sind das Mittendreieck MM M. unddie Héhen mit dem Héhenschnittpunkt H eingezeichnet. Der Win-
kel — ACB sai der grofte Winkel im Dreieck. Aus dem Unterricht werden folgende Zusammenhénge ds
bekannt vorausgesetzt:

Firy<90° liegt H im Innern des Dreiecks ABC.
Fur y =90 falen H und C zusammen.
Fur y>90° liegt H auf¥erhalb des Dreiecks ABC.

Wir betrachten nunnadeinander diesedrei Falle:

1. Fall

WennH im Innern des Dreiecks liegt, dann verlaufen de drei
Hohen voll standig im Innern des Dreiecks ABC. Die Schnitt- H

purkte U, V undW der Hohen mit dem Mittendreieck M MM, M, M,
sind deshalb innere Punkte der Dreiecksseiten des Mittendreiecks. U W
Alsinnere Punkte der Seiten eines Dreiecks konren de drei
Punkte U, V und W nicht auf einer Geraden liegen.

2. Fall
Bei einem rechtwinkligen Dreied (y = 90°) fallen der Hohen- C=H
schnittpurkt H undder Eckpurkt C zusammen. Die Héhen von A
auf (BC) undvon B auf (AC) stimmen mit Dreiedksseiten Uberein
Die Mittelpurkte U und V der Hohen sind die Seitenmittel purkte

. U_Mb/
Mp undM,. Da Wauf der Seite MM, liegt, liegen die Punkte U, ﬁ
A

A M

V undW auf einer Geraden.

3. Fall

Ist y> 90°, so verlaufen die Héhen von A auf (BC) undvon B auf

(AC) aul3erhalb des Dreiedks ABC. Die Hohenfuf3punkte H, und H
Hy liegen in der Verléngerung der Dreiedksseiten BC und AC und

deshalb oberhalb der Parallelen pzu AB durch C. Die Mittel- < Hp
purkte V undU der Hohen liegen deshalb beide oberhalb der H,
Mittel paralelen MMy, von (AB) und p.Da auBerdem H, undH, N
und damit auch U undV auf verschiedenen Seiten der Geraden U

(CH) liegen, konren die Punkte U, V undW nicht auf einer Gera- Ri
den liegen. W /\

Zusammenfassung:
Diedrei Mittelpunkte der Hohen liegen genau dann auf einer Geraden, wenn das Dreiedk ABC recht-
winkligist.
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Aufgabe 6

Beginnend mit einer nattrlichen Zahl werden fortlaufend neue Zahlen dadurch gebildet, dassdie Einer-
ziffer abgetrennt und dann deren Vierfades zur verbleibenden Zahl addiert wird.

Beispid:
393 - 51(=39+43) - 9(=5+41) - 36(=0+40) -
Zeige: Wennin einer solchen Zahlenfolge die Zahl 1001 vorkommt, dann gibt esin ihr keine Primzahl.

Lésung
Wir nehmen an, dassdie Zahl 1001in der Folge vorkommt.

Beredhnen wir zunadst die Zahlen, die dannin der Folge nach der Zahl 1001 vorkommen:

Nac dem Bil dungsgesetz der Folge entsteht als ndchste Zahl 104als 100+1[4, dann 26als 10+4[4.
Vonjetzt an wiederhaolt sich wegen 2+ 604 = 26die Zahl 26. Nach dem Auftreten der Zahl 1001 kom-
men also nu noch de Zahlen 104 und26 in der Folge vor. Beide sind keine Primzahlen.

Eskdnrte @er sein, dassvor dem Auftreten der Zahl 1001 eine Primzahl in der Folge enthalten ist. Dies
soll jetzt ausgeschlossen werden.

Aus den Primfaktorzerlegungen der Zahlen 1001,104und 26kdnren wir erkennen, dass alle drei Zahlen
den Primfaktor 13 enthalten:

1001=7011A3; 104=2[2(2M13 und 26=2013

Eswird nungezeigt, dass jede Zahl der Folge vor 1001ein Vielfachesvon 13ist.

Es ®ien aund bzwei aufeinander folgende Zahlen der Folge. Die Zahl alésst sich in der Form
a=100h+m mit n,mON,,0<m<9 darstellen. Nach der Aufgabenstellung glt b=n+4[n. Erset-
zen wir nin der Darstellung von adurch den Term b—4[n, so entsteht mit anschlief3ender Vereinfa-

churg
a=100{b-4[im)+m=10b-39m.

Ist b durch 13teilbar, so sind beide Summanden auf der rechten Seite durch 13 teil bar und damit auch de
Zahl a Ist b nicht durch 13teilbar, so ist auch anicht durch 13teilbar.

Da 1001 dirch 13 teilbar ist, missen alle Folgeglieder, die der Zahl 1001 vorausgingen, ebenfalls durch
13teilbar sein. Unter den Vielfadhen von 13ist aber 13 selbst die @nzige Primzahl. Wennin der Zahlen-
folge Uberhaupt eine Primzahl vorkommt, dann kannesnur die Zahl 13 sein.

Auf die Zahl 13folgt mit dem angegebenen Bildungsgesetz wieder die Zahl 13, denn es gilt

Dies bedeutet, dass nach dem erstmaligen Auftreten der einzigen, theoretisch mégli chen Primzahl 13 de
Zahlenfolge nur noch aus dieser Zahl bestehen wiirde. Die Zahl 1001kann dann nicht mehr auftreten.
Zusammenfassend kdnren wir daraus folgern, dassweder vor noch nach der Zahl 1001eine Primzahl in
der Folge auftreten kann.
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