Landeswettbewerb Mathematik

Bayern
Losungsbeispiele 1. Runde 2007

Aufgabe 1

Hans bastelt Wirfel. Jede Seitenflache farbt er entweder weild oder blau.

Wie viele Wirfel, die sich allein durch ihre Farbung unterscheiden, kann Hans
herstellen?

Losung:

Hans kann zehn unterschiedlich gefarbte Wurfel herstellen.

Beweis:
Wir sortieren die moglichen Warfel nach der Anzahl der weillen Quadrate.

1. Keine Wurfelflache ist weild gefarbt.

Es gibt nur eine mdgliche Farbung.
Bei dieser Farbung sind alle Wurfelflachen blau.

PR B

2. Genau eine Wurfelflache ist weild gefarbt.
Es gibt eine mdgliche Farbung.

Bei dieser Farbung werden eine Flache weil und funf
Flachen blau gefarbt (die blauen Flachen sind nicht
eingezeichnet). e
Da die Wurfelflachen ununterscheidbar sind, spielt es keine
Rolle welche der sechs Waurfelflachen weild gefarbt wird.

'\_-_-__

3. Genau zwei Wurfelflachen sind weil} gefarbt.
Dies ist auf zwei verschiedene Arten maoglich.

a) Die beiden weil} gefarbten Wirfelflachen kénnen sich auf
benachbarten Wurfelflachen befinden (die beiden Flachen
besitzen also eine gemeinsame Kante).

'\_-_-__

b) Die beiden weil} gefarbten Wurfelflachen kénnen sich auf
gegenuberliegenden Warfelflachen befinden.

Weitere Moglichkeiten fur Wurfel mit genau zwei weil3en
Flachen gibt es nicht.

'\_-_-__
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4. Genau drei Wurfelflachen sind weil} gefarbt.
Auch hier sind zwei verschiedene Farbungen moglich.

|

1

1

a) Zwei gegenuberliegende Wirfelflachen sind weil} gefarbt. .
Dann liegt die dritte weile Wurfelflache dazwischen und o
die drei weil} gefarbten Flachen bilden ein =
zusammenhangendes Band.

b) Keine zwei gegenuberliegenden Wirfelflachen sind weil3
gefarbt. Dann mussen die drei weil gefarbten
Woirfelflachen an einer Ecke zusammenstol3en.

Weitere Méglichkeiten fiir Wirfel mit genau drei weilen . ~
Flachen gibt es nicht.

5. Genau vier Waurfelflachen sind weil3 gefarbt.

Dann sind genau zwei Wiurfelflachen blau gefarbt.
Wie bei 3. sind genau zwei verschiedene Farbungen
moglich.
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6. Genau funf Wurfelflachen sind weil} gefarbt.

Dann ist genau eine Wirfelflache blau gefarbt. Wie bei 2. ist
genau eine Farbung maoglich.

7. Genau sechs Waurfelflachen sind weil3 gefarbt.

Dann ist keine Wirfelflache blau gefarbt. Wie bei 1. ist genau
eine Farbung maoglich.
Bei dieser Farbung sind alle Flachen weil} gefarbt.
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Insgesamt kann Hans also 1+1+2+2+2+1+1 = 10 unterschiedliche Farbungen herstellen.
Die Ergebnisse werden in der Tabelle noch einmal zusammengefasst:

Nr. Anzahl weil3e | Anzahl blaue | Anzahl der mog-
Wairfelflachen | Wirfelflachen | lichen Farbungen

1 0 6 1

2 1 5 1

3 2 4 2

4 3 3 2

5 4 2 2

6 5 1 1

7 6 0 1

Summe: 10
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Aufgabe 2

Wie grof3 sind die Innenwinkel des Dreiecks ABC,
wenn
@ =12°ist?

Losung:
a=pB=52° und y=76°.

1. Beweisvorschlag:

Da die Punkte A und B auf einem Kreis mit
Mittelpunkt C liegen, ist AC =BC. Somit
ist das Dreieck ABC gleichschenklig mit
Basis [AB]. Daher sind die beiden
Basiswinkel dieses Dreiecks gleich grof},
also a=. (1)

Da die Punkte D und E auf einem Kreis mit Mittelpunkt B liegen, ist DB =EB . Somit ist
das Dreieck EBD gleichschenklig mit Basis [DE]. Daher sind die Basiswinkel gleich grof3,
also d=¢. (2)

Die Winkelsumme im Dreieck EBD ist nach (1) und (2): B+8+e=a+2-£=180°.

Somit ist ¢ =180—_a:90° e
2 2

Da <DEA Nebenwinkel von <BED ist, ergibt sich:
+DEA =180° —¢ = 180° —(90° —%j - 90° +%.

Die Winkelsumme im Dreieck AEF ist: a+[90° +%J+(p =g~oc+90° +9=180°.
2

Mit @ =12° erhalt man: %a:QO" —p=78°. Also: oc=§-78° =52°=8.

Aus dem Winkelsummensatz fur das Dreieck ABC ergibt sich schlieRlich:
y=180°-2-0=180° -2-52° =180° —-104° = 76°.

2. Beweisvorschlag:

Wie im 1. Beweisvorschlag erkennt man: o= und & =¢ (siehe (1) und (2)).

Der Winkelsummensatz im Dreieck EBD ergibt: 6 = mT_a =90° —% (™)
Der Winkelsummensatz im Dreieck ABC ergibt: 180° —y=a+p=2-a. (*¥)
<FDC ist Scheitelwinkel zu <EDB, also <FDC = 3.

<DCF ist Nebenwinkel zu <ACD, also <DCF=180° - y.

Der Winkelsummensatz im Dreieck CDF ergibt nun: 6 +(180° —y)+ ¢ =180°.
Aus ¢ =12°, (*) und (**) folgt (90° —%j+2-oc =168°.

Somit folgt: %-a =78°, also a.=52° =pB. Aus (**) ergibt sich nun: y=180° —2.£ =76°.
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Aufgabe 3

Zwolf Teilnehmer eines Song-Wettbewerbs werden von einer siebenkopfigen Jury
bewertet. Jeder Wertungsrichter gibt jedem Teilnehmer zwischen 1 und 12 Punkte; dabei
darf er keine zwei Teilnehmer gleich bewerten. Wer die hochste Gesamtpunktzahl erhalt,
belegt — evtl. zusammen mit weiteren Teilnehmern —den 1. Platz.

Sanger Mike erfahrt von einem Reporter seine Gesamtpunktzahl und gibt dazu den
sachlich richtigen Kommentar: ,Es ist durchaus maoglich, dass ich der alleinige Sieger
bin.”

Bestimme die kleinste Gesamtpunktzahl, mit der Mike als einziger den 1. Platz belegen
kann.

Losung:

Die kleinste Gesamtpunktzahl, mit der ein Teilnehmer noch als einziger den 1. Platz
belegen kann, betragt 47.

Beweis:

Jeder der sieben Juroren vergibt (1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+11+12) Punkte = 78 Punkte.
Insgesamt werden also 7-78 Punkte = 546 Punkte auf die 12 Teilnehmer vergeben. (*)

Im Durchschnitt erhalt also jeder Teilnehmer 546 Punkte : 12 = 45,5 Punkte. Es muss
also einen Sanger oder eine Sangerin mit mindestens 46 Punkten geben.
Mindestens ein Sanger hat also 46 oder mehr Punkte erhalten.

Einen alleinigen Sieger mit genau 46 Punkten kann es aber nicht geben. Denn sonst
hatten ja die anderen 11 Teilnehmer hochstens 45 Punkte, die Gesamtzahl aller
vergebenen Punkte ware also hochstens 46+11-45=541.

Das steht im Widerspruch zu (*).

Ein Gewinner des Wettbewerbs, der als einziger den 1. Platz belegt, muss also
mindestens 47 Punkte aufweisen. Wenn ein Teilnehmer mit 47 Punkten alleiniger Sieger
ist, so bleiben den ubrigen 11 Teilnehmern zusammen 499 Punkte.

Mogliche Verteilung:

Da 499 = 7.45 + 4.46, ist eine solche Punkteverteilung z.B. dann moglich, wenn 7
Teilnehmer 45 Punkte und 4 Teilnehmer 46 Punkte erhalten Die folgende Tabelle zeigt,
dass es eine solche Punkteverteilung gibt, bei der Mike mit 47 Punkten alleiniger Sieger
ist, wahrend die 4 Teilnehmer B, C, D und J jeweils 46 Punkte und die Ubrigen 7
Teilnehmer jeweils 45 Punkte erhielten.

Mike|l A|B|C|D|/E|F|G|H|I |J|K
Juror Nr. 1| 6 11234 |5|7(8]9(10|11|12
JurorNr.2| 6 (12(11/10/9 |8 |7 (5|43 |2 |1
Juror Nr. 3| 6 11234511897 |10/|12
JurorNr. 4| 7 (12(11/10/9 |8 |2 |54 |3 |6 |1
JurorNr.5 6 |7(1]2|3|4|5[8]9|10|11|12
Juror Nr.6| 8 6(12/9 |74 1110/ 5|{11|2 | 3
JurorNr. 7] 8 |67 ]9|10|11|12{1 5|2 |3 |4
Summe 47 |45|46|46|46|45|45|45|45(46 (45|45

Somit ist es moglich, dass ein Teilnehmer mit 47 Punkten alleiniger Sieger wird.

10. LWM 2007/2008 Loésungsbeispiele 1. Runde Seite 4 von 9




Aufgabe 4

In einem Viereck ABCD sind alle Innenwinkel kleiner als 180°.
Spiegelt man Aan B, Ban C, C an D und D an A, so entsteht
das Viereck A’B'C'D'.

Wie groR} ist das Verhéltnis der Flacheninhalte der beiden
Vierecke?

Losung:

Das Verhaltnis der Flacheninhalte von Viereck ABCD zu Viereck A’'B’C’'D’ ist 1:5.
Die Flache des Vierecks ABCD nimmt also ein Flnftel der Flache des Vierecks A’'B'C’'D’
ein.

Beweis:

In nebenstehender Zeichnung haben die Dreiecke
CDA, DC’A und C’D’A den gleichen Flacheninhalt
F:
e Die Dreiecke CDA und DC’A haben
denselben Flacheninhalt,

denn mit CD =C'D und der gemeinsamen
Hohe ha durch A gilt:

Fcon = %.ﬁ.m _1.Cbn,

1
2

=F,pca =F.

e Ebenso haben die Dreiecke DC’A und C'D’A gleichen Flacheninhalt F, denn mit
DA =D'A und der gemeinsamen Hohe he durch C’ gilt:

Faoca =%'m'hc =%'ﬂ'hc =Ficon=F
Analog haben auch die Dreiecke ABC; BA’C und CA’'B’ den gleichen Flacheninhalt G.
Fir den Flacheninhalt von Viereck ABCD gilt dabei offensichtlich: F agcp = F + G.
Mit einer analogen Argumentation beweist man, dass
e die Dreiecke BCD, CB’D und B’C’'D den gleichen Flacheninhalt H,
¢ die Dreiecke ABD, AD’B und D’A’'B den gleichen Flacheninhalt K haben.
Damit gilt fir den Flacheninhalt von Viereck ABCD: F agcp = H + K.
Insgesamt gilt also fur den Flacheninhalt des grol3en Vierecks A'B'C’'D’:
F apgco =F agcp + 2F +2.G + 22 H + 2K =F pgcp + 2:(F + G) + 2/(H + K)
=F pascp + 2- F agep + 2 F asep = 5-F ascod

Die Flache des Vierecks ABCD nimmt also ein Flnftel der Flache des Vierecks A’'B’'C’'D’
ein.,
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Aufgabe 5

Bestimme alle natirlichen Zahlen x und y mit 2x + 7y + 2007 = xy.

Losung:

Es gibt vier Losungen: 1. x =38, y = 2023
2. x=50, y=49
3. x=54, y=45
4. x=2028,y=3

1. Beweismaoglichkeit:

Die Gleichung 2x + 7y +2007 = x -y ist dquivalent zu 2007 =x-y—-2x-7y.

In der letzten Gleichung kann man die rechte Seite umformen:
X-y—2x-7y=(x-7)-(y-2)-14.

Somit erhalt man: 2007 = (x—7)-(y —2)-14 oder 2021=(x-7)-(y -2). (*)

Die Primfaktorzerlegung von 2021 ist 2021 = 43.47.
Also sind 1, 43, 47 und 2021 die einzigen Teiler von 2021.

Da [x - 7| nach (*) ein Teiler von 2021 = 43-47 ist, kann x—7 nur +1, +43, +47 oder
+2021 sein.

Die Falle x-7=-43, x-7=-47und x-7 =-2021 kdnnen sofort ausgeschlossen
werden, da hier x negativ ware, was der Angabe widerspricht.

Der Fall x—7 =-1 ergibt x = 6 und y = -2019. Dies widerspricht ebenfalls der Angabe.
Somit bleiben die folgenden Falle zu untersuchen:

2021
Fall X-7 2= 7 X y
1 1 2021 8 2023
2 43 47 50 49
3 47 43 54 45
4 2021 1 2028 3

Dies sind genau die behaupteten Losungen.

2. Beweismoglichkeit:
Durch Aquivalenzumformungen ergibt sich aus der Ausgangsgleichung durch Aufldsung
nach vy:
2X+7y+2007 =x-y < X-y-7y=2007+2x < y-(x-7)=2007+2x  (**)
2007 +2x 2007 +2-(x—7)+14 2021
Y= x-7 X—7 x-7
Der Fall x = 7 ist nicht mdglich, da er — in (**) eingesetzt — einen Widerspruch liefert.

+2 (x#7)

Da y eine naturliche Zahl ist, muss auch &271 eine ganze Zahl groRer als -2 sein.
X —

Somit muss |x—7| ein Teiler von 2021 sein.
Die gleiche Argumentation wie in der 1. Beweismadglichkeit liefert die vier Losungen.
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Aufgabe 6

Gegeben sind zwei Kreise k; und k» , die sich von auf3en berthren. lhre Mittelpunkte sind
M und M. Ein Halbkreis Uber der Strecke [M1M;] schneidet k; in P1 und kz in Pa.

Zeige: Die Kreise k; und k, schneiden aus der Geraden PP, gleich lange Sehnen aus.

Bezeichnungen:

Die Gerade PP, hat mit dem Kreis k1 (k2) auRer P4 (P2) noch einen weiteren
Schnittpunkt Q4 (Q2). Zu zeigen ist also: P,Q, =P,Q, .

Wir bezeichnen den Mittelpunkt von [M1M;] mit M sowie die FuRpunkte der Héhen von
M, M1 und Mz auf P1P2 mit R, R1 und Rz.

1. Beweismaoglichkeit: (Mit Mittelparallele)

Da MR, M1R1 und M2R2
senkrecht auf P1P, stehen,
sind sie zueinander parallel.

Da aullerdem M der
Mittelpunkt von [M1M;] ist, ist
MR die Mittelparallele zu M1R;
und M2R..

Daraus folgt, dass R der
Mittelpunkt von [R1R2] ist, d. h.

es gilt: RR; =RR, .

Qy

Die Dreiecke P1Q1M1, P2,P1M und Q2P2M; sind gleichschenklig, da jeweils zwei ihrer
Seiten Kreisradien sind.

In gleichschenkligen Dreiecken ist die Hohe gleichzeitig auch Seitenhalbierende.
Daher ist Ry die Mitte von [P1Q4], R die Mitte von [P1P2] und R, die Mitte von [P>Q2].

Also gilt: P,Q, =2-PR, =2-[RR, -RP,)=2-(RR, -RP, )=2-P,R, =P,Q, .
Dies war zu zeigen.

2. Beweismoglichkeit: (Mit Sehnenviereck)

Die Eckpunkte des Vierecks
M;M2P,P1 liegen alle auf dem
Halbkreis k Gber der Strecke
[M4M]. Es handelt sich also
um ein Sehnenviereck. In
einem Sehnenviereck
erganzen sich
gegenuberliegende
Innenwinkel zu 180°.

K MK [ w i M3
Mit o = <IM2M1P1 und Y= <IP1P2M2 giIt also: a + Y= 180°.
Da a4 = <M2P,Q; und y Nebenwinkel sind, gilt: oy = 180° -y =a.  (*)

Da MM, =MP, und M,P, =M,Q, , sind die Dreiecke MP;M; und M>Q,P; gleichschenklig
mit Basiswinkeln o und a1. Wegen (*) sind diese beiden Dreiecke ahnlich zueinander.
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Entsprechende Seiten stehen demnach im gleichen Verhaltnis, d. h.: P2Q, _MoP; :

M.P, MM,
Aus MP, =r,, M,P, =r, und MM, = "l folgt somit: P,Q, :%-Mﬂ _2heT (**).
MM, [+,

Analog erkennt man, dass 3 = <P,M>2M = «Q4P4M+ = 41 und damit die gleichschenkligen
Dreiecke MM,P, und M1P1Q4 ebenfalls ahnlich zueinander sind.

Entsprechende Seiten stehen demnach im gleichen Verhaltnis, d. h.: P = MiP
M,P, MM,
Aus MP, =r,, M,P, =1, und MM, = Elal: folgt somit: P,Q, = M.P, ‘M,P, = 2:0 1 (***)
MM, [+,
Aus den Beziehungen (**) und (***) ergibt sich nun: P,Q, = 200 _ P,Q, .
r, +r,

Dies war zu zeigen.

Variante der 2. Beweismadglichkeit: (Mit Umfangswinkelsatz)

Die Behauptung a = a4 kann
auch wie folgt bewiesen
werden:

Die Winkel ¢ = <P1M2M1 und
Q1= <}ZP1P2M1 sind
Umfangswinkel zum gleichen
Kreisbogen Uber [P1M1].

Nach dem Umfangswinkelsatz
ist also ¢ = .

Nach dem Satz des Thales ist <M{P4M, = 90°.
Der Winkelsummensatz fiir das Dreieck M{M,P; ergibt also: o = 90° - ¢.

Ebenso ist nach dem Satz des Thales <M;P,M, = 90°.
Da ¢1, <M1P2M; und a1 zusammen einen gestreckten Winkel ergeben, folgt
aq = 180° — (90° + @) = 90° - 1.

Aus o =90° - @, oy = 90° - @1 und @ = @4 ergibt sich nun o = 90°- ¢ = 90° - @1 = aus.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

3. Beweismoglichkeit: (Mit dem Satz von Pythagoras)

Mit x=QP,, y=P,Q,,
z=PP, ,h;=MR;,h, =M,R, ,
d,=M,P, und d, =M,P, gilt:
(1) Da die Dreiecke M1P1Q

und M2Q2P> gleich-
schenklig sind:

R1P1=%~x, PR, =

"y

N =

10. LWM 2007/2008 Loésungsbeispiele 1. Runde Seite 8 von 9




(2) Nach dem Satz von Pythagoras in den rechtwinkligen Dreiecken

2
M:P2R; («<M1R4P2 = 90°): (%-x+zj =d’-h? (2.1)
MiMoP, (sMiP1M2 = 90%):  d2 =(r, +1,) -1, =r> +2.r,-1, (2.2)
2
M;P1R; («M;R4P1 = 90°): h?=r? —[%-xj =r’ —%-xz (2.3)

(2.2) und (2.3) in (2.1) eingesetzt, ergibt:
1 ’ 1
(E-x+zj =r’+2-r,-r,-r° +Z-x2

& 1-x2+x-2+22:2-r1-r2+1-x2
4 4
«— 2-r,-r,—2°
z
(3) Nach dem Satz von Pythagoras in den rechtwinkligen Dreiecken

o (2.4)

2
M2R2P1 («P1R1M2 = 90°): (%-erZj =d,” —h,? (3.1)
MiMaP1 («M1PoM2 = 90°):  d,” =(r, +1,f —r> =r,> +2.1,-1, (3.2)

2
M2R2P (<P2RoM; = 90°): h;:rzz—(l-yJ :r;—%-yz (3.3)

(3.2) und (3.3) in (3.1) eingesetzt, ergibt:
1 ? 1
(E-erzj =r,>+2.r,-r,-r,° +Z'y2

1 1
N Z-y2+y-z+22:2-r1-r2+z-y2

2
=2-r1-r2—z
z

& y (3.4)

Aus (2.4) und (3.4) folgt: x =y
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