5. Landeswettbewerb Mathematik Bayern
1. Runde 200203 —Aufgaben und L dsungsbeispiele

Aufgabe 1

Schreibe jede der Zahlen 1, 2, 3, ..., 1%uf je éne Karteikarte.

Lege diese 15 Karten so in eine Reihe, dassdie Summe der Zahlen auf zwei benachbarten Karten immer
eine Quadratzahl ist.

Wie viele solcher Anordnurgen sind moglich?

LGsung:

EsistnurdieKette 9 7 2 14 11 5 4 12 13 3 6 10 15 1lindeserundin
umgekehrter Reihenfolge mdglich, d. h.es gibt zwei Anordnurgen.
Bewels:

Notiert man all e Zahlenpaare mit verschiedenen Summanden aus dem vorgegebenen Zahlbereich, de
addiert eine der erreichbaren Quadratzahlen 4, 9, 16 odr 25 ergeben, so erhalt man:

1+3=4 2+7=9 3+1=4
1+8=9 2+14=16 3+6=9
1+15=16 3+13=16
4+5=9 5+4=9 6+3=9
4+12=16 5+11=16 6+10=16
7+2=9 8+1=9 9+7=16
7+9=16

10+6=16 11+5=16 12+4=16
10+ 15=25 11+14=25 12+13=25
13+3=16 14+2=16 15+1=16
13+12=25 14+11=25 15+10=25

Diese Aufstellung zeigt, dassdie Zahlen 8 und 9ewell s nur einen Nadhbarn haben konren. Diese bei-
den Zahlen miissen also am Anfang undam Ende der Zahlenfolge stehen.

Beginnen wir die Kette mit der Zahl 9, so folgt zwangdaufig 7, auf 7 folgt zwangslaufig die 2, auf 2
folgt zwangslaufig die 14. Danach folgen zwangslaufig die Zahlen 11, 5, 4, 12, 13 und 3.

Auf die Zahl 3 kann nun de Zahl 6 ocer die Zahl 1 folgen.
Das nachfolgende Schema zeigt den hisher dargestellten und an weiteren Verlauf.

6 10 15 1 8
9 7 2 14 11 5 4 12 13 3
8

15 10 6

Aus dieser Darstellung wird deutlich, dassnur im ersten Fall alle 15 Zahlen in der Folge auftreten. Diese
Kette kann auch in der umgekehrten Reihenfolge durchlaufen werden. Es gibt also zwei Mdgli chkeiten.

5.LWMB 20022003- 1. Runce Seitel



Aufgabe 2

In der nebenstehenden Figur sind M undM' die Kreismittelpurkte. Die
beiden Winkel CAD undMM 'B haben das gleiche Winkelmal3 ¢.

Bestimme ¢. D

Losung:

.. 180
¢ betragt - A v 5

Beweis:
(1) Nach den Vorausstzungen ist das Dreiedk MBM' gleichschenklig mit der Basis [MB], denn es gilt
MM' = BM'. Wegen der Winkelsumme in desem Dreied gilt:

W(BMM’) = w(M'BM) = 90° —%

(2) Die Winkel DMA undBMM ' sind Nebenwinkel, deshalb folgt mit den Ergebnissen aus (1):
w(DMA) = 180¢° —w(BMM") = 90° + %

(3) DasDreiedk ABC ist rechtwinklig mit w(ACB) = 90°, da C auf dem Thaleskreis tGiber [AB] liegt.
Wegen der Winkelsumme in desem Dreied folgt zusammen mit den Ergebnissen aus (1):

W(BAC) = 180° — W(ACB) —w(M'BM) = 90° - %m —%E = %

(4) DasDreiedk AMD ist nach Aufgabenstellung deichschenklig mit der Basis [AD]. Wegen der Win-
kelsumme in desem Dreiedk folgt mit den Ergebnissen aus (2):

w(MAD) = W(ADM) = %EQ180° -w(DMA)) =%ﬂétao° - %m +%ED 45° —%

(5) Aus(3) und(4) folgt nun

¢ = W(MAD) —W(BAC) « ¢=%15°—%Er% - ¢=45°—%¢ - £¢=45o
_180°
o (I)_ =

Alternativ 18s4 sich (3) auch duch eine Argumentation ohre Verwendurg des Satzes von Thales erset-
zen:

(3) Die Dreiecke AMC undMBC sind rach Vorausstzung deichschenklig mit den Basen [AC] bzw.
[BC]. Somit gilt: w(MAC) = w(ACM) bzw. mit (1) w(MCB) = w(CBM) = w(M'BM) = 90° —%

Damit folgt wegen der Winkelsumme im Dreied ABC:
w(MAC) + w(ACM) + w(MCB) +w(CBM) = 18(, aso

2[@/\/(MAC)+90°—%D 180° - W(MAC)=% - W(BAC)=%
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Aufgabe 3

Die Grundfladhe enes Prismasiist ein regel maliiges n-Eck.
Addiert man die Anzahl der Flachen- und Raumdiagonalen, so erhédlt man das Hundertfache der Anzahl
der Kanten.

Bestimme n.

LGsung:

n betragt 152.

Beweis:

In einem n-seitigen Prisma gilt

... fir die Kantenzahl: k=3n

Begriindung Die Grundlade hat n Kanten, ebenso de Dedflade, ferner gibt esn Verbin-
dungslinien zwischen Grund- und Dedkflade. Insgesamt gibt esalso k = n + n + n = 3n Kanten.

... fur die Diagonalenzahl: d=2n2-4n
Begrindung

1. Moglichket:
In einem regelméaligen n-Eck gehen von jeder Ecke genau n — 3Diagonalen aus, denn zu je zwel
Punkten, de nicht nebeneinander liegen, gehdrt genau eine Diagonale.

In einem konvexen n-Eck gibt es also genau %Dh [{n-3) Diagonalen.

Vonjedem Punkt der Grundl&ade gehen genau n — 1Diagonalen zu Punkten der Dedkflade aus.
Es gibt also genau n [{n -1) Diagonalen zwischen Grund und Deckflache.

Insgesamt erhélt man:d=2[-1%ﬁh[(n—3)+n[ﬂn—1)=n2 -3n+n?-n=2n%-4n

2. Mdglichkeit:

Wie oben gezeigt, gibt esin der Grund und Dedkfladhe je genau %Dh Eﬂn —3) Diagonalen. Ferner
besteht die Mantelflache @nes n-seiti gen Prismas aus n Parall elogrammen, deje 2 Diagonalen
haben. Die Anzahl an Flachendiagonalen betrégt also insgesamt: fd = ZE% MOn-3)+2n=n2-n

Vonjeder Ecke der Grundflache gehen genau n-3 Raumdiagonal en aus, daher gilt fir die Anzahl
der Raumdiagonalen: rd = nE(n-3) = n2- 3n
Insgesamt erhdlt man also auch: d=fd+rd=n2-n+n2-3n=2r2-4n.

3. Mdglichkeit:

Ein Prismamit einem regelméiBigen n-Eck als Grundflache hat 2n Ecken. Verbindet man zwei
Ecken, so erhélt man eine Kante oder eine Fladen- oder Raumdiagonale. Insgesamt kann jede der
2n Ecken mit jeder anderen Ecke verbunden werden, also mit 2n — 1Ecken. Dajede Verbindurgs

strecke zwei Punkte verbindet, gibt es % 2n[{2n-1) Verbindurgssreden.

Dadie Anzahl der Kanten 3n ketrégt (siehe oben), gibt es %E:?n [{2n-1)-3n =2rR-4n

Flachen- oder Raumdiagonalen.

4. Mogli chkeit:

Vonjedem Punkt der Grund- und Dedkfladche (also insgesamt von 2nPunkten) gehen drei Kanten
aus, alle anderen je 2n-4 Verbindurgen zu anderen Punkten sind Flacdhen- oder Raumdiagonalen.
Daman bei diesem Verfahren jede Diagonale dopelt erhélt, ist die Diagona enzahl insgesamt:

1
d= > E2nE(2n4) = 2r2- 4n
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Die Bedingung, dassdie Anzahl der Fladchen- oder Raumdiagonalen das Hundertfache der Anzahl der
Kanten ist, fuhrt zur Gleichurg:

d = 100Ek

Setzt man die Terme fir die Diagonalen- bzw. Kantenzahl ein, so erhdlt man:
2n? = 4n =1003n

Losung dieser Gleichung ergibt:
2n>-3Mn=0 3 2n[{n-152)=0

Dane 0igt, gilt: n=152

Aufgabe 4

Zwei gleichschenklig-rechtwinklige Dreiedke unterschiedlicher Grofe
werden —wieim Bild gezeigt — aneinander gelegt. Die Punkte P, Q, R
undSsind de Mittelpurkte der Stredken [AC], [CD], [DE] und[EA].

Weise nadh, dassdas Vieredk PQRS ein Quadrat ist.

1.Losung (Mittelparallelen / kongruente Dreiede): A P B C

Bei der Losung wird ohre Beschrénkung der All gemeinheit angenommen, dassdie Strecke [BD] kiirzer
ist als die Stredke [BE].

Die Ausgangsfigur wird um die Stredken [CE] und[AD] erganzt.

Die Punkte P, Q, R undS sind rach Aufgabenstell ung die Mittelpurkte der Stredken [AC], [CD], [DE]
und[EA].

Im Dreieck CED ist [QR] Mittelparal ele, al'so parallel zu

[CE] und halb so lang wie [CE].

Im Dreieck CEA ist [SH Mittelparalele, aso parale zu

[CE] und halb so lang wie [CE].

Die Stredken [QR] und[SH sind somit gleich lang und S
paraldl.

Das Vieredk QRSPist also zumindest ein Parall elo-
gramm.

Entsprechend zeigt man SR=PQ= % AD . A P
Die Dreiedke ABD und EBC sind kongruent (SWS), denn es gilt nach Aufgabenstell ung
AB = EB, BD = BC undw(DBA) = w(CBE) = 90".

Aus dieser Kongruenz folgt AD =CE.

Daher ist ﬁg: Q_R = RS= §3; das Vieredk PQRS st also eine Raute.

Betrachten wir nun de Winkel in der Figur:

Bezeichnet man de Wate des Winkels ECD mit ¢, so gilt W(ECB) =45° + ¢
undwegen der Winkelsumme im Dreieck BCE W(BEC) = 45° —¢.
Wegen der Kongruenz der Dreiedke ABD und EBC gilt: w(ADB) = w(ECB) = 45° + ¢.

Aus der Paral elitét der Strecken [AD] und[SR] bzw. [CE] und[QR] ergibt sich daraus:
W(SRQ) = w(SRB) + w(BRQ) = w(ADB) + w(BEC) = 45° + ¢ + 45° — ¢ = 90°.
Die Raute PQRS ist deshalb sogar ein Quadrat.
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2. Losung (Pythagaras):
Bel der Losung der Aufgabe wird verwendet:
» Im Koordinatensystem werden de Koordinaten des Mittelpurkts M einer Stredke [AB] mit

A (Xa | y2) UndB (xs | V) berechret mittels M XA JZ' XBIVA ;’ Ye ©
N N

» DielLangeder Strecke [AB] wird duch Anwendurg des Satzes von Pythagoras berechnet mittels
AB = \/(XB _XA)2 +(yB _yA)2 .
Die Figur wird so in ein Koordinatensystem Uibertragen, dassder Punkt A im Ursprung und der Punkt B
(und damit auch C) auf der x —Achse liegen.

Die Stredke [AB] habe g die Stredke [BC] habe b al's Langenmalizahl. Damit erhalt man fir die Koordi-
naten der Punkte:

A(0]0),B(al0),C(a+b]|0),D (alb),E(ala)
Fur die Mittelpurkte ehalt man:

Ca+b O a+a+b| b+00 o 1 1,0
Por—100 Q3 ‘ 0=Q Eﬁ+—b‘ —bp,

02 o 0O 2 2 O 0o 2 0

Cat+a| a+b0d_ _ 0O | a+bd 01 | 1 0O

O—— 0=R 0O S Osal zag

02 2 0 0 2 0 2 2 0 y E
Fur die Langen der Stredken [PQ], [P], [SR] und
[QR] ergibt sich:
— o1, a+bd o, .0 _ [a® b’ s

= +—p—-——— b-0F =, |— +—
PQ \/ 2 H '™ "H ™ Va 4
— M a+bd m O [p? &
PS= - +a-a-0g =,[—+—

\/ H " H 4

A a P

— o 1.0 m+b 1.0 [ B X
SR= -—apf+ ——af] =,/ —*t—

\/Ba 2°H Hz2 2°H Va4 3

Esgilt somit: PQ=PS=SR=QR. 0O Das Vieredk PQRS st eine Rauite.
Fur die Lange der Stredke [SQ] ergibt sich:

0,1, 1.d. m, 10d_ [ b

= +=b-=apg+xb-=-ag=,/—+—

= \/Ba 20 2°H TR 2 H N2 2
Mit der Umkehrung des Satzes von Pythagoras folgt nunaus

- o 2 2|:| |:| 2 2|:| 2 2 . ) ]

PQ2+PSZ=E1h1+b—g+[1b—+a—[|=a—+b—=SQ2,dassderlnnenwmkelderRautePQRSmltdem
04 4004 40 2 2

Scheitel P ein rechter Winkel ist.

PQRS ist somit ein Quadrat.
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3. Losung (Vektoren):
Hier wird bel der Losung der Aufgabe verwendet:
" Im Koordinatensystem werden de Koordinaten des Mittelpurkts M einer Strecke [AB] mit

+ +
A (Xa | ya) UNdB (xs | ys) berechnet mittels MEM 2XB| Ya zyB E(Wiein der 2. Losung).

* Hat ein Vektor die Koordinaten H— Yy E soist er durch Drehung um 90° aus dem V ektor @X E
OVx C y

entstanden. Es gjlt also Hvy HD ij E
Ovx O yL

Wiein der 2. Losung wird de Figur so in ein Koordinatensystem tbertragen, dassder Punkt A im Ur-
sprung und cer Punkt B (und damit auch C) auf der x — Achse liegt.

Die Stredke [AB] habe g die Stredke [BC] habe b al's Langenmal3zahl. Damit erhalt man fir die Koordi-
naten der Punkte wieder:

A (0]0),B(al0),C(a+b]|0),D (a|b), E(ala)
Fur die Mittelpurkte ehélt man wiein der 2. Losung:

PBhlb‘oH; QEp+a+b‘b+OH=QBa+1b‘1bH; R P+
02 | o0 "o 2 20 0 2|20 02

atbi o H
0 O

2

a+bH SBEa 1aE
2 0 ®l2¢C

Fur die Vektoren ergibt sich nun

5 PQUPS ()
PS=PQ (Il)

I |

Hﬁ
O

=PQ [ DasVieredk PQRS st ein Parall elogramm.

Wegen des rechten Winkels (1) ist dieses Parall el ogramm sogar ein Rechtedk und schli ef3lich wegen (l1)
ein Quadrat.
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Aufgabe 5

In einem Quadrat mit der Seitenlange asind de Seitenmitten mit den
gegenuiberliegenden Eckpurkten verbunden. Dadurch entsteht der ge-
kennzeichnete Stern.

Wie groRist sein Flacheninhalt in Abhéngigkeit vona?

LGsung:
Der Flacheninhalt des Sterns betragt 0,6e2.
Beweis:
1. Modlicheit (Pythagaras/ Ahnlichkeit):

Der Stern entsteht, indem man von einem Quadrat der Seitenlange a abt Dreiedke wegschneidet, die aus
Symmetriegriinden all e kongruent sind.

Daher gilt fur den Fladcheninhalt des Sterns:

Ag=a? -8R \ppe (2).

Da AD = DC, DG = CFundw(ADG) = 90° = w(DCF) ist, ist nach SWS D G C
das Dreiedk AGD kongruent zum Dreiedk DFC. g
Daher gilt: w(GAD) =w(FDC) = a.

Ferner folgt: w(ADP) = w(ADG) —w(FDC) = 90° —a.
Wegen der Winkelsumme im Dreiedk APD folgt:

w(DPA) =180C¢ —a —(90° —a) =90° .

Damit ist auch w(GPD) = 90° (Nebenwinkel).

Die beiden Dreiedke AGD und DPG stimmen in den zwel Winkeln a und 90 Uberein undsind deshalb
ahnlich.

—2
. DG

Daher gilt: Axppg =— Aaacp (2).
AG

—2 —2

Nach dem Satz von Pythagorasist AG = AD + DG = a2 + ?

INJEC

Eingesetzt in (2) ergibt sich: Apppg =

10 a0 1,
A anco =-E§EB@ = a2,
- 5 lal

ISES

Mit (1) erhélt man: As = a’ —8[—!2%a2 =§a2: 0,62.

2. Mdglichkeit (Geradengleichungen):

Man erhdt den Fladheninhalt As des Sterns, indem man vom
Flacheninhalt des Quadrats den adhtfachen Flacheninhalt des
Dreiedks AEP subtrahiert. Dieser |8sg sich berechnen als

1 I
Apnep =3 OAE Ohpagp *), F

wobei die Hohe hpagp gleich der y-Koordinate yp des
Schrittpurkts P der beiden Geraden g= AFund h= DE ist. A E\h B X
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Zur Beredhnurg vonye legt man zwedkmal3ig das Quadrat mit Seitenldnge aso in ein Koordinatensy-
stem, dassdie Ecke A im Ursprung O, die Seite [AB] auf der x-Achse und de Seite[AD] auf der y-

Achse liegt.
Danach Vorausstzung FB= % [a=AE ist, gilt fur die Geradengleichurgen:

()] g: y=0,5x
(m h: y=-2x+a
Subtraktion der beiden Gleichungen ergibit:
(O-(1) 0=2,5%-a
O xp=0,4a
Durch Einsetzenin (1) erh&it manyr=0,2a.

Somit erhdlt man fur den Flacheninhalt des markierten Dreiedks AEP gemal3 (*):

Apaep =0,5:0,%:0,22 = 0,052
Der Flacheninhalt As des Sterns ergibt sich damit zu
As= (a8 -0,0%2) = (&> 0,4 = 0,62

Alternativ 18sg sich Apagp auch mit der Flachendeterminanten berechnen:

_1/05a 0,43 _
210 024

2 Ye Yp
=0,5(0,5- 0,22— 0 - 0,4)
=0,5-0,®
=0,0%?
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Aufgabe 6

101 Kugeln sind fortlaufend von 1 his 101 nunmeriert. Sie werden auf zwei Schalen A und B verteilt.
Die Kugel mit der Nummer 40liegt in A. Siewird nunin Schale B gelegt. Dadurch erhdht sich in beiden

Schalen der Mittelwert der Kugelnummern um 0,25.

Wieviele Kugeln sind anfangs in Schale A gewesen ?

LGsung:

Anfangswaren 73 Kugelnin Schale A.

Bewels:
1. Modlichkeit:

Aus der Angabe las4d sich folgendes entnehmen:

SCHALE

VORHER:
Anzahl an Kugeln:
Summe der Kugelnummern:

NACHHER:
Anzahl an Kugeln:
Summe der Kugelnummern:

BEDINGUNG:

Mittelwert der Kugelnummern:

Mittelwert der Kugelnummern:

A
a
Sa
S
mA:—A
a
a-1
Sy -40
s, —40
MA: A
a-1

wobel a+b=101
wobai sy + 55 = 1+2+...+101

B
b
S8
Sg
m = —
"
b+1
s +40
_ sz +40
b+1

101102

(H)Ma=ma+0,25 und (2) Mg=mg+0,25

=5151

Diesfuhrt auf folgendes Gleichungssy/stem:

%2729 % 025
a-1 a

(1)

Durch Umformen erhédlt man:

(1a)

(Ib) s, =39,75+ 0,25

als, —40a=als, —s, +0,25a° - 0,25a

5151-s, +40 _ 5151-s,

und (Il

und (I1a)

101-a+1

101-a

+0,25

524291-101[3, —5191a+als, =

525402 -102[8, —-515la+als,

+2575,5-50,75a + 0, 25a°

und (Ilb)

Gleichsetzen von Gleichung (1b) und (Il b) ergibt nach Vereinfachurg:
50,52=3686,5 [
a=73

bzw.

s, =3686,5-10,75a+0, 2547 .
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Anfangs waren also 73Kugelnin Schale A.

2. Maodlichkeit:

Zur Vereinfachung der Schreibweise wird de folgende Nummerierung gewéhlt: Es bezeichnet x, die
Kugel mit der Nummer 40.

Dann liegen anfangs in Schale A die n+1 Kugeln X, Xy, ... ,Xn . Entsprechend sind de Kugeln in Schale
B fortlaufend mit Xn:1, X2, ... , %00 beZeichnet.

Die Durchschnittswerte my bzw. mg aller Kugelnummern, de zu Beginnin A bzw. B liegen, lasen sich
+X, +...+

damit wie folgt angeben: m, = 40+, Xn bzw. m, = Xpat---F X

n+l 100-n

Es bezeichnen entsprechend M und Mg die Durchschnittswerte dler Kugelnummern, nachdem die Ku-
gel mit der Nummer 40 von A nadh B gelegt worden ist.
_ 40+ Xt X

Esist offenbar: M, =—4—"—" und M, = e
n 101-n

Die Mittelwerte Ma undMpg gentigen nunlaut Angabe den Bedingungen
(1) Ma=ma + 0,25 und (2) Mg =mg + 0,25
Mit den oligen Darstellungen fir ma , mg , Ma undMp ergeben sich daraus die Gleichungen

X to.+X, _40+X +.. +X, +0,25 und (Il) A0+ Xt Xy Xy e HX

10 +0,25.
n n+1 101-n 100—-n

(1)

Nadh geschickter Umstell ung vereinfachen sich beide Gleichungen schrittweise zu

+... +... +...+ +...+

(Ia) X1 Xn _Xl Xn - 40 +£ und (”a) Xn+1 XlOO _Xn+1 XlOO - 40 _E bZW
n n+1 n+l 4 100—-n 101-n 101-n 4
+...+X, _ 161+n +. X0 59+n

und (I1b) et =

(1) (100-n)(101-n) _ 4(101-n)

n(n+1)  4(n+1)

2 59+n)(100-n -n?
(Ic) x1+...+xn:n +16in und (llc) xn+1+...+x1m:( I ):5900+41n n
4 4 4
Nunist x1+...+xn+xn+l+...+xmo:(1+2+...+1oo+101)—40:10m02—40:5111.

Durch Addition der beiden letzten Gleichungen (Ic) und(llc) ergibt sich die Gleichung
n’ +161n N 5900+ 41n-n*
4

und rach Multi plikation keider Seiten mit 4 undweiterer Vereinfachung schliefdlich
20444=n*+161n+ 5900+ 41n — i kzw. 14544=202n und dmit n=72.
Zu Beginnsindalso 73Kugeln in Schale A gelegen.

5111=
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